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Постановка проблеми. Спортивна наука так 
само, як і будь-яка інша наукова ділянка, може 
розраховувати на успішний розвиток тільки за 
умови доречного застосування кількісних методів 
дослідження, математики, моделювання. Однак віт-
чизняна фізкультурна освіта, продовжуючи інер-
цію колишніх інфізів, не надає відповідного міні-
муму знань майбутнім фахівцям галузі фізичної 
культури і спорту. Наші студенти вивчають тільки 
один розділ математики — математичну статисти-
ку — у рамках навчальної дисципліни «Інформати-
ка і комп’ютерна техніка». А саме із цих студентів, 
після завершення навчання у ВНЗ фізкультурного 
профілю, формується молоде поповнення загону 
спортивних науковців.
Поза тим, сучасна спортивна наука подає 
яскраві приклади використання математичних ме-
тодів для розв’язання різного роду задач, побудова-
них як на аналітичних, так і стохастичних моделях. 
Цю характерну тенденцію сучасного етапу розвит-
ку наукових досліджень у галузі фізичної культури 
і спорту відображено в переліку головних завдань 
провідних наукових товариств, які працюють у цій 
сфері: ISBS (International Society of Biomechanics 
in Sports) [15], IACSS (International Association of 
Computer Science in Sport) [12], IASI (International 
Association for Sports Information) [13], а також ISEA 
(International Sports Engineering Association) [14].
Одним із шляхів до ширшого застосування 
методів математичного моделювання в спортив-
них дослідженнях має стати використання систем 
комп’ютерної математики (СКМ). Таким чином, пе-
ред спортивною наукою постає проблема освоєння 
сучасних СКМ з урахуванням специфіки завдань 
наукових досліджень у галузі фізичної культури і 
спорту, зокрема, для розв’язання задач моделюван-
ня складних систем у сфері спорту, фізичного вихо-
вання, фізичної реабілітації та туризму.
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Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Комп’ютерна математика — це новий та перспектив-
ний науковий напрям, що виник на стику традицій-
ної математики та інформатики. Ключовим елемен-
том цього напряму є комп’ютерна алгебра, в основу 
створення якої було покладено ідею автоматизації 
перетворень аналітичних математичних виразів за-
собами теорії алгоритмів із подальшою реалізацією 
цього процесу на цифрових обчислювальних маши-
нах. Одним із фундаторів комп’ютерної математики 
був академік В.М. Глушков [1]. У дев’яностих роках 
минулого століття теоретичні засади комп’ютерної 
математики було втілено в програмних продуктах, 
які отримали назву СКМ. Важливим є те, що СКМ 
адаптовано для персональної комп’ютерної техні-
ки: це зробило їх доступними для широкого кола 
користувачів. На ринку СКМ працюють відомі між-
народні фірми софтіндустрії, наприклад, Waterloo, 
MathSoft , Wolfram, Maple, MathWorks та ін. Останнім 
часом інтенсивно розробляються науково-методич-
ні засади використання СКМ в освіті, промисло-
вості, у сфері точних і природничих дисциплін [2]. 
Однак нам не вдалося виявити подібних робіт та 
навіть спроб використання СКМ для розв’язання 
завдань спортивної тематики. Окремим виклю-
ченням є роботи автора з механіко-математичного 
моделювання системи «спортсмен-лук-стріла», ви-
конані відповідно до завдань НДР по темі 1.4.2 «Ма-
тематичне моделювання кінематики рухів спорт-
сменів» Зведеного плану науково-дослідної роботи 
в сфері фізичної культури і спорту на 2001—2005 
роки [3—9, 16—23].
Мета роботи: дослідити можливості вико-
ристання СКМ для моделювання складних систем 
у сфері спорту, фізичного виховання, фізичної реа-
білітації та туризму.
Завдання дослідження: вивчити призначення, 
основні функції та характеристики сучасних СКМ; 
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описати основні етапи розв’язання задач моде-
лювання складних систем з використанням СКМ; 
провести апробацію найбільш популярних СКМ 
для розв’язання задачі моделювання параметрів 
спортивного лука.
Методи дослідження: огляд науково-техніч-
ної та спортивної літератури, Інтернет пошук, ме-
ханіко-математичне моделювання, комп’ютерна 
математика, ітераційні методи розв’язання систем 
трансцендентних алгебричних рівнянь.
Результати дослідження та їх обговорен-
ня. Успіх застосування новітніх версій СКМ для 
розв’язання прикладних задач з різних галузей 
знань пояснюється поєднанням в одному апа-
ратно-програмному комплексі набору алгорит-
мів алгебраїчних перетворень з потужними об-
числювальними можливостями персонального 
комп’ютера й дружнім програмним інтерфейсом. 
Головним елементом СКМ є обчислювальне ядро 
із широким набором вбудованих функцій та опе-
раторів. Сучасні СКМ оснащено пакетами розши-
рення, бібліотеками, графічними засобами, довід-
ковими системами зі значним набором прикладів. 
СКМ використовуються для виконання числових 
розрахунків, як матричні системи, для аналітичних 
і спеціальних розрахунків, як табличні процесори, 
для статистичних обчислень.
СКМ — це простий та ефективний інструмент 
для математичного моделювання. Простий — тому, 
що дозволяє покласти на плечі комп’ютера трудо-
місткий процес аналітичних викладок, алгебри-
зації диференціальних та інтегральних рівнянь, 
проміжних математичних перетворень, а до певної 
міри й вибору оптимального варіанта числового 
методу. Ефективний — тому, що дозволяє отримати 
результати розв’язання задачі за лічені секунди з 
наперед заданою точністю.
Отож СКМ — це дуже потужні та ефектив-
ні засоби для виконання аналітичних та число-
вих обчислень, але вони — тільки інструмент для 
розв’язання задач. Формулювати задачу повинен 
фахівець, розробляти модель процесу, який дослід-
жується — це також функція дослідника. Нарешті, 
скласти відповідні математичні рівняння, що опи-
сують модель, повинен дослідник. СКМ примножує 
цінність та корисність результатів, що отримані на 
основі адекватних і коректних моделей, але й одно-
часно примножує помилки й некоректності, закла-
дені в модель. Відповідна блок-схема розв’язання 
задачі моделювання з використанням СКМ пред-
ставлена на рис. 1. Блок СКМ передбачає вибір не-
обхідного програмного пакету, підбір адекватного 
математичного методу й підпрограми з бібліоте-
ки (або складання власного алгоритму й написан-
ня оригінальної підпрограми, якщо такої немає в 
бібліотеці), визначення діапазону вхідних даних 
та форми представлення результатів. Проміжним 
критерієм коректності формулювання задачі, адек-
ватності фізичної й математичної моделі та ефек-
тивності застосованої СКМ з відповідним методом 
є аналіз результатів. У залежності від причини ви-
никнення неадекватних результатів слід вдатися до 
коригування процесу розв’язання задачі, починаю-
чи з одного із чотирьох попередніх блоків.
З п’яти ключових блоків схеми тільки в одному 
безпосередньо задіяно СКМ. Як і в будь-яких інших 
задачах, головним тут є дослідник, а математичні, 
комп’ютерні методи й засоби — це тільки інстру-























Розглянемо приклад використання СКМ для 
моделювання параметрів спортивного лука, що 
описують його механіку в проекції на вертикаль-
ну площину в двох характерних ситуаціях: лук з 
підв’язаною тятивою й розтягнутий лук безпосе-
редньо перед випуском тятиви.
Формулювання задачі. На основі відомих гео-
метричних розмірів та механічних властивостей 
матеріалів, з яких виготовлено лук, визначити па-
раметри його деформованого стану, а саме — гео-
метрію й силові характеристики, у двох зазначених 
положеннях. Сучасна спортивна техніка стрільби 
передбачає стабільний упор в руківку лука без стис-
кання її рукою стрільця. Загальний центр мас лука 
знаходиться в точці прикладення рівнодійної сили 
взаємодії руки з руківкою лука [7].
Змістовна модель. В основу розрахункової схе-
ми системи «лук—стріла» покладено складний 
розімкнений кінематичний ланцюг [9]. Розімкнений 
кінематичний ланцюг широко використовують для 
моделювання динамічних процесів у маніпуляторах 
промислових роботів [5]. Стріла моделюється стерж-
нем, який утворює тільки одну кінематичну пару — 
шарнір, що й робить кінематичний ланцюг розімкне-
ним. Цим шарніром (гніздом тятиви) з’єднано три 
кінематичні ланки — дві гілки тятиви й стрілу, що 
робить кінематичний ланцюг складним (рис. 2).
Близько 90 % загальної маси лука складає маса 
руківки, стабілізаторів, прицілу й недеформівних 
частин плечей [22]. Власне, маса рухомих відносно 
руківки елементів плеча разом із масою стріли й тя-
тиви складає тільки 3 % від загальної маси лука. Від-
повідні сили ваги є несуттєво малими у порівнянні 
з силою розтягування лука. Тобто сили ваги елемен-
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тів лука практично не впливають на конфігурацію 
лука, а їхня рівнодійна врівноважується складовою 
сили упору руки стрільця в руківку лука. Отже, роз-
глядаючи задачу статики, можна прийняти, що на 
лук по одній лінії діють дві однакові за величиною й 
протилежноспрямовані сили рук стрільця, що при-
кладені до руківки й тятиви відповідно в т.О і т.А.
Таким чином, лук моделюється асиметричним, 
відносно відкритої ланки-стержня (стріли), шатун-
но-коромисловим кінематичним ланцюгом. Коро-
мисло (руківка лука) шарнірно закріплено до стійки 
(руки стрільця). На кінцях до коромисла приєдна-
но пружними шарнірами шатуни (плечі лука), до 
яких у свою чергу приєднано гілки тятиви — пруж-
ної натягненої нитки. Оскільки гілки тятиви увесь 
час роботи механізму (лука) розтягнуті, їх можна 
розглядати як шатуни. У гнізді тятиви шарнірно за-
кріплено відкриту ланку (стрілу), яка «ускладнює» 
й одночасно «розмикає» ланцюг. Несиметричність 
кінематичного ланцюга зумовлена тим, що стріла й 
рука, що утримує лук, мають знаходитись у різних 
місцях — рука утримує руківку лука посередині, а 
стріла знаходиться дещо вище. Механічні власти-
вості плечей і тятиви вважаємо лінійними.
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Математична модель розтягнутого лука опи-
сується системою рівнянь:
де l lU L,  — довжини плечей; s s s sU L U L, , ,
* *  — довжини 
гілок тятиви відповідно у розтягнутому та не роз-
тягнутому стані; h hU L,  — розміри руківки, що виз-
начають положення т. О; c cU L,  — жорсткість плечей; 
F FU L,  — сили натягу гілок тятиви; F F ,  — проек-
ції сили розтягу лука на осі координат; la — довжи-
на стріли (вона визначає величину розтягу лука); 
f — погонна жорсткість тятиви. Решта позначень 
зрозуміла зі схеми (див. рис. 2). Тут і надалі позна-
чення з індексами «U» та «L» стосуються відповідно 
верхнього та нижнього плечей.
Математична модель лука з підв’язаною тятивою 
має такий вигляд та описується системою рівнянь:
F f s s
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де sB — довжина тятиви у підв’язаному до лука 
стані; FB — сила натягу тятиви (див. рис. 2). Позна-
чення з індексом «В» стосуються лука з підв’язаною 
тятивою.
СКМ. Системи (1) і (2) містять трансцендент-
ні нелінійні рівняння, що не дозволяє отрима-
ти їхні розв’язки в аналітичній формі. Тому для 
розв’язання задач статики системи лук-стріла слід 
застосувати числовий метод. Розглянемо для порів-
няння дві з найбільш популярних СКМ MathCAD 
і Mathematica.
MathCAD — це універсальна СКМ для виконан-
ня математичних обчислень широкого спектру. Од-
ночасно він є порівняно простим для використан-
ня, оскільки не вимагає засвоєння спеціальної мови 
програмування [10]. Сімейство СКМ MathCAD 
розвиває американська фірма MathSoft . Документ 
l l h h sU UB L LB U L B Bcos cos cos ;      2
l l sU UB L LB B Bsin sin sin ;    2
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MathCAD має форму публікації, однак разом із 
тим, він є програмою, що виконує обчислення та 
створює графіки. Багатий набір операторів та функ-
цій дозволяє розв’язувати рівняння й нерівності 
(лінійні та нелінійні), визначати інтеграли, похід-
ні, виконувати різні перетворення, працювати з 
векторами й матрицями, виконувати статистичні 
розрахунки. Однак головною характерною рисою 
MathCAD для початківця є графічна форма запису 
програми. Окрім цього, можливо вставляти в доку-
мент текстові та графічні об’єкти.
Розв’язання системи рівнянь (1) реалізо-
вано у програмі Find з пакету Mathcad 2000i 
Professional. У наведеному прикладі використа-
но числові параметри сучасного спортивного 
лука (lU=lL=0,531 м; cU=cL=69,01 Нм; 	U  =0,6047; 
Ðèñ. 3. MathCAD ïðîãðàìà äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïàðàìåòð³â ðîçòÿãíóòîãî ëóêà áåçïîñåðåäíüî 
ïåðåä âèïóñêîì òÿòèâè
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	L  =0,6076; hU=hL=0,342 м; sU0=0,78 м; sL0=0,84 м; 
f=25515 Н; la=0,757 м), виготовленого за стандар-
том FITA (Міжнародної федерації стрільби з лука) 
[19]. Програмний документ представлено на рис. 3. 
Відповідний програмний документ для розв’язання 
системи рівнянь (2) представлено на рис. 4. 
СКМ Mathematica, яку розвиває американська 
компанія Wolfram Research, Inc., є незаперечним лі-
дером серед систем високого рівня. Ця СКМ [11] має 
надзвичайно широкий набір математичних засобів, 
алгоритмів і програм. Її важливою рисою є просто-
та й натуральність способів запису програми.
Головною перевагою СКМ Mathematica є її знач-
не поширення у промисловості, наукових дослід-
женнях та освіті. Практично весь спектр матема-
тичних дисциплін, що вивчаються у вищій школі, 
закладено в пам’ять цієї СКМ. Цим пояснюється її 
широке використання у вищій освіті США та інших 
західних країн.
Розв’язання системи рівнянь (1) реалізовано в 
програмі FindRoot з пакету Mathematica 4.0. Про-
Ðèñ. 4. MathCAD ïðîãðàìà äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïàðàìåòð³â ëóêà ç ï³äâ’ÿçàíîþ òÿòèâîþ
грамний документ представлено на рис. 5. Відповід-
ний програмний документ для розв’язання системи 
рівнянь (2) представлено на рис. 6.
Порівняльний аналіз результатів, отриманих 
з розв’язання двох представлених задач, показує 
повне співпадіння числових даних з наперед за-
даною точністю. Графічний спосіб відображення 
MathCAD програми є простішим для сприйняття 
користувачами початківцями, що не мають досві-
ду користування алгоритмічними мовами програ-
мування. Однак в MathCAD програмі неможливо 
відобразити індекси у позначеннях, що ускладнює 
сприйняття програми. Цих недоліків немає в про-
грамі СКМ Mathematica, хоча лінійна форма запису 
рівнянь потребує від користувача певного навику.
Загалом, проведена апробація двох популярних 
систем комп’ютерної математики для розв’язання 
задачі моделювання параметрів спортивного лука 
показала ефективність і доцільність використання 
сучасних СКМ для науково-методичного забезпе-
чення стрілецьких видів спорту.
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Висновки:
1. Сучасна спортивна наука показує яскраві 
приклади використання математичних методів 
для розв’язання різного роду задач, побудованих 
як на аналітичних, так і стохастичних моделях. 
Тепер постає проблема освоєння сучасних систем 
комп’ютерної математики з врахуванням специфі-
ки завдань наукових досліджень у галузі фізичної 
культури і спорту, зокрема, для розв’язання за-
дач моделювання складних систем у сфері спор-
ту, фізичного виховання, фізичної реабілітації та 
туризму.
2. Застосування СКМ передбачає вибір необ-
хідного програмного пакету, підбір адекватного 
математичного методу й підпрограми з бібліоте-
ки (або складення власного алгоритму й написан-
ня оригінальної підпрограми, якщо такої немає в 
бібліотеці), визначення діапазону вхідних даних 
та форми представлення результатів. Проміжним 
критерієм коректності формулювання задачі, адек-
ватності фізичної й математичної моделі та ефек-
тивності застосованої СКМ з відповідним методом 
є аналіз результатів.
3. Проведена апробація двох популярних систем 
комп’ютерної математики (MathCAD i Mathematica) 
для розв’язання задачі моделювання параметрів 
спортивного лука показала ефективність і доціль-
ність використання сучасних СКМ для науково-ме-
тодичного забезпечення стрілецьких видів спорту.
4. СКМ — це дуже потужні та ефективні засоби 
для виконання аналітичних та числових обчислень, 
але вони — тільки інструмент для розв’язання задач. 
СКМ примножує цінність і корисність результатів, 
що отримані на основі адекватних та коректних 
моделей, але й, відповідно, примножує помилки й 
некоректності, закладені в модель.
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Заневский И.Ф. Системы компьютерной математики и моделирование сложных систем в спорте. 
Работа посвящена проблеме моделирования сложных систем средствами компьютерной математики. Целью 
исследования было определить возможности использования систем компьютерной математики в сфере спорта, 
физического воспитания, физической реабилитации и туризма. Представлены результаты относительно назна-
чения, основных функций и характеристик современных систем компьютерной математики, описаны основные 
этапы решения задач моделирования сложных систем средствами компьютерной математики. Проведена апро-
бация двух популярных систем компьютерной математики (MathCAD i Mathematica) для решения задачи моде-
лирования параметров спортивного лука.
Ключевые слова: механико-математическое моделирование, системы компьютерной математики, спортивная 
стрельба из лука.
Zanevskyy I. P. Mathematics computer systems and modelling of the complex systems in sports.
Th e research is dedicated to the problem of modelling of the complex systems using computer mathematics facilities. Th e 
aim of the research is to study possibilities of utilizing of mathematics computer systems in Sports, Physical Education, 
Physical Rehabilitation, and Tourism branch. Th e results on purpose, main functions, and parameters of the modern 
mathematics computer systems are presented and the main steps of solving of the problem on modelling of the complex 
systems using computer mathematics are described. Approbation of two popular mathematics computer systems (MathCAD 
i Mathematica) has been done as solution of the problem on modelling sport archery bow parameters.
Keywords: mechanical and mathematical modelling, mathematics computer systems, sport archery.
